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Correction série N°5 : LA ROTATION DANS LE PLAN
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Exercice1 : ABCD est un rectangle dont la longueur est le double de la largeur tel que :
——— i

{AH?AD) =Z[2r].

Soient /; J les milieux respectifs des segments : [.-1U] et [B-‘:?]

T
On considére la rotation» de centre / et d'angle 5

1) Déterminer et construire Iimage de la droite (4/) par la rotation r
2) Montrer que le triangle 4/D est rectangle en ./

Solution :1) Déterminons et construisons I'image de la droite N iy 5
(AJ) par la rotationr (AJ) .
(I4=1J LT
Ona: { j—m— donc: r(A)=J i
(1) =Z[2x] e 38
L 2 B N ) C
(1 =1D PEE
Ona: {/—— donc : (J)=D
(u,m)af[zﬁ] ) 7 (JD) .
2 - .

Donc : limage de la droite (.4/) par la rotation  est la droite (D)
2) Montrons gue le triangle 4/D est rectangle en J

g

Comme : Eest I'angle de la rotationr et ,(4)=s et »(J)=D
Alors : (47, JD)=Z

{ALJD] 3 [27]
Donc : les droites (4/) et (/D) sont perpendiculaires
Par suite : le triangle 4/D est rectangle en J
Exercice2 : On considére les carrés ABCD et AEFG ci-contre tels que :
AB=AG et (E?ﬂr) = %[lrr]

2r
On considére la rotationr de centre 4 et d'angle =

1) Montrer que +(£)= B
2) Montrer que r(F)=C

3) Soient o et o les centres respectivement des carrés ABCD
et AEFG

Montrer que : ¢ est I'image du point ¢ parr' la rotation réciprogue de r
Solution : 1) Montrons que (E)=B

Ona: 4B= AG et AE= AG donc : AB= AE et d'aprés Chasles appliquée au angles orientés on
obtient : (AE, 4B) = (4E, 4G)+(4G, 4B )[27] = 5+ % [27] = %’f[zn]

Alors : r(E)=8
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2) Montrons que r(F)=C
Les diagonales des deux carrés ABCD et AEFG sont de méme longueur : 4F = AG

EtOna: (EE) = [F,E)+(E,E)+(E,F)[Ez]s -;i+3;-+ %[Ee‘r]sii[le‘r]

2) Montrons que : r~ (0)=0'

2
On a: la rotationr de centre 4etd'angle &

27
Donc : la rotation r~' est de centre A4 et d’angle i)

Montrons que : AQ= A’ et[ﬂi Ef’) = —ZTH[ZH]

Ona: Oet O' les milieux respectifs des segments [AC] et [4F] donc: A0 =40

EtOna: (40, 40') = (40, 4B)+ (4B, 4G)+ (4G, 4F )=~ % - Z-Z [27] = - 27 [21]

Puisque : 40= A0 et (Hﬁ,ﬁ?)s—%’r[zr]

Alors : (' estl'image du pointQ par r' la rotation réciproque de I
Exercice3 : ABC un triangle équilatéral tel que : (}'{E‘, ;éit'_:) = 5';-[2::-]

Montrer qu’il existe une rotation r qui transforme A en B et transforme B en C dont on déterminera
le centre et I'angle
Solution : S'il existe une rotation r qui transforme A en B et transforme Ben C

Alors son centre () vérifie : OA=08 et OB=0C
Donc : () appartient a la fois a la médiatrice de [A‘B] et [E{_“]

Donc : O est le point d’intersection des médiatrices du triangle ABC
Donc : O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC

Et puisque : r(4)=Bet r(B)=C alors I'angle de la rotation r est: EEE[AB,B(.:)[ZH]
Exerciced : On considére un carré ABCD tel que (,'4';'5", ;li";:i) = %[Zz] et soit M un point

quelconque de la droite (CD) distinct de C et de D

la droite qui passe par A et perpondiculaire a la droite (4M)en O coupe la droite (BC)en N
On considére la rotation #* de centre 4 et qui transforme D en B

1) Déterminer un angle de la rotation ¥

2) Déterminer I'image de la droite (DC ) par la rotation ¥

3) Montrer que : r(M)=N

4) En déduire la nature du triangle AMN

Solution : 1) Déeterminer un angle de la rotation ¥
AD= 4B

—Ona: r(D)=B8 dou: (ﬁ)fﬁ[iﬂ]

Et puisque :(A'E, "D} = % [27]
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On a alors : ('Aii, .4&) = —%[2;&']

T
Done : r:r:e—E[E;r]par suite : un angle de la rotation 7 est_g c'est-a-dire r{.x!;—%}

2) Déterminons l'image de la droite (DC) par la rotation #*

7

> -
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Ona: r(D)=B donc : limage de la droite (DC) par la rotation ¥ est la droite qui passe r(D)=5 et

perpondiculaire a la droite : (DC) ( car un angle de la rotation ¥ est_% ) et comme : (BC) L(DC)

Alors : l'image de la droite (DC) par la rotation 7* est la droite (BC)
3) Montrons que : r(M)=N

Posons : r(M)=M'

Ona: r((DC))=(BC) et M e(DC) alors : M’ e(BC)

Ona: r(M)=M" alors: (M]= —%[E?r]

Alors : M'e(A)passant par 4 et perpondiculaire a la droite : (AM)
Alors : M'e(A)n(BC) C'est-a-dire : M'=N
Par suite : r(M)=N
4) Déduisons la nature du triangle AMN
AM = AN
Ona: r(M)=N donc: { ;———
() [A.-H,Ah")a-%[z:r]
Donc : AMN est un triangle isocéle et rectangle en A
Exercice5 : ABC est un triangle isocele et rectangle en A tel que :(E‘F)positif etO le milieu du

segment [BC].D et E deux points tels que : 4D =§E etCE = %Eﬁ

Montrer que ODE est un triangle isocéle et rectangle en O
Solution : Soit I'la rotation de centre O et d'angle % .
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il suffit de montrer que : r(E)= D fest

On pose .0 : donc :Ona .
P r{C)=A JDA = F{EJ =F
0A=0B T L,
Etona: ) ——— x donc: »(A4)=B© Etona:CE==C4 ©
(04.08)=2[21] 3

De ©et®et®: en déduit que : 4F =-§-}i;§ @ car la rotation conserve le

coefficient de colinéarité de deux vecteurs et on saitque : 4D = %HE e

De®et © en déduit que : AE'= 4D cest-a-dire : E'=D
OE =0D

Donc: ¥(£)=D par suite : [(ﬁ,@]sg[zx]

Donc ODE est un triangle isocéle et rectangle en O
Exercice6 : On considére un cercle(C) circonscrit a un triangle équilatéral ABC tel que :

['A_é? A_ﬁ) = %[2;:] . Soit M un point de I'arc AC ne contenant pas le point B
Soit I la rotation de centre A et d’angle % .

1) Soit P un point appartenant au segment [B‘M ] tel que : MP = MA

a) Montrer que : AMP est un triangle équilatéral.

b) Montrer que : M est I'image du point P par la rotation’
2) En déduire que : M4+ MC = MB
Solution : 1) a) Montrons que : AMP est un triangle équilatéral.

Ona: MP=MA dou : (Iﬂm) = (W ﬂ)[zm]

Et comme :les deux angles .4AzP et .ics interceptent le méme

- (C)

arc AB alors : (MAMP)=(CA.CB)[27] et (€4.CB) =% [27]
Dol : (MA, Mﬁ) = %[Eﬂ']
On sait que (ﬂm)+(m7)+(ﬁﬁ)z 7 [27]
Cestadire : 2(AP, AM )= [:r 2 %)[Zz] = ZT‘T[E;;]

T m— — _E
Do : (AP,ﬁM‘]: T [27]
Ainsi : (AP, AM )= (PM,PA)=(MA,MP)= %[2;@']
Donc : AMP est un triangle équilatéral.
b) Montrons que : M est 'image du point P par la rotation”
Soit I'la rotation de centre A et d'angle % :
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AP =AM

Ban (P 237) = Z o]

Donc : M est I'image du point P par la rotation’
2) Déduisons que : M4+ MC = MB
Ona: MP=MA car : AMP est un triangle équilatéral.

Ona: MC = PB car r(P)=M et r(B)=C

Et les points : A/ ; P et B sont alignés dans le méme sens
D'ou: MP+ PB= MB
Donc : M4+ MC = MB

Exercice? : Soit ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle(C') tel que : (2’"3‘__ Fﬁ]s %[2;:-]

. Soit M un point de I'arc AC ne contenant pas le point B (M distincts de A et C)
Soit / un point appartenant au segment [ BM | tel que: IM = AM

1) Montrer que : A/M est un triangle équilatéral.

2) Soit I' la rotation de centre A et d’angle % g

a) Déterminer : r(B) et r(/)

b) En déduire que : MA+MC = MB
Solution : 1) a) Montrons que : A/M est un triangle équilatéral.
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Ona: /4= IM donc: AIM est un triangle isocéle de sommet M

Et comme : les deux angles .4A47 et ACB interceptent le méme arc AB alors :
[EW] = (ﬁf_B)[Ezr] et puisque ABC est un triangle équilatéral

Alors :(ﬁéi,('fﬁ] = %[2::]
Do : (;-;ﬁ,i‘»;ff] = %[21:']
On a : AIM est un triangle isocéle et I'un ses angles mesure : %

Donc : AIM est un triangle équilatéral
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2) a) Déterminons : r(B) et r(/)

Soit I la rotation de centre A et d'angle %

AB=AC Al =AM
Ona:

—— T et —— T
(4B.4C)=Z[2n]  |(41. 40 )=Z[24]
Donc: r(B)=C et r(l)=M
b} Déduisons que :

Ona: /e[BM] donc: BM =IB+IM (I)

Onaaussi: r(B)=Cetr(l)=M

Alors : IB= MC (2) car la rotation conserve les distances

Et comme : A/M est un triangle équilatéral

Alors : IM = MA (3)

De: (1) ; (2) et (3) on en déduit que : MA+ MC = IM + IB= BM

Exercice8 : On considére un carré ABCD de centre O tel que ('A—B,A_ﬁ) = %[2:{] et soient I, J, K et

L les milieux respectivement des segments [4B] ; [BC] ; [CD] et [DA].

P. Q, R et S sont les points d'intersection respectives des droites (BL) et (IC) ; (JD) et (IC) ;
(JD) et (4K) ; (4K) et (BL).

On considére la rotation!’ de centre O et d'angle %
1)a) Justifier que : r(4)=8B ; r(B)=C; r(C)=D et r(D)=4
b) En déduire que : r(/)=J ; r(J)=K; r(K)=L et r(L)=1
2) Montrer que : 7(P)=0 ; r(Q)=R; r(R)=S et r(S)=P

3) a) Montrer que les points : O ; P et R sont alignés et en déduire que les points :O ; Q et S sont
aussi alignés

b) Montrer que : pr=0s et que les droites (PR} et {QS} sont perpendiculaires puis en déduire que

le quadrilatére PQRS est un carré et a le méme centre que le carré ABCD
Solution :1)

1)a) Justifions que : r(4)=B ; r(B)=C; r(C)=D et r(D)=4
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Les diagonales [AC]et [BD] du carré ABCD sont perpendiculaires et se coupe en leur milieu O

04=08

Donc: —Ona: (ﬁ)zg[h] dou: r(4)=B
OB=0C

—Ona: [ﬁ]‘:”%{h] dou: r(B)=C
OC=0D

—0Ona: ‘[ﬁ}fg[lﬁ] d'QL.II.F'(C}=D
0D =04

—0na: ‘[ﬁ)fglzﬂj dou: P‘(D}=z|

b) En déduisons que : r(I)=J ; r(J)=K; r(K)=L et r(L)=1

—Ona: ! le milieu du segment [AB] donc : (/) est le milieu du segment [#(A4)r(B)] limage du
Segment : [ 4B]

Or: r(4)=B et r(B)=C et J le milieu du segment [BC]

Donc: r(I)=J

—Ona: J le milieu du segment[BC] donc : r(/) est le milieu du segment [r{B}r{C}] I'image du
Segment [BC]

Or: r(B)=C et r(C)=D et K le milieu du segment [CD]

Donc: r(J)=K

—Ona: K le milieu du segment [CD] donc: r(K) est le milieu du segment [ ~(C)r(D)] limage
du segment [CD]

Or: ¢(C)=D et r(D)=4 et L le milieu du segment [ DA]

Donc: r(K)=L

—Ona: L le milieu du segment [DA] donc : (L) est le milieu du segment [r(D)r(A)] limage du
segment | DA|

Or: r(D)=Aet r(4)=B et I le milieu du segment [ AB]

Donc: r(L)=1

2) Montrons que : r(P)=0 ; r(0)=R; r(R)=S et r(S)=P

—0n a : P est le point d'intersection des droites (BL) et (IC)

Or: r(B)=C; r(L)=1I ; r(I)=J et r(C)=D donc: r((BL))=(IC) et r((IC))=(/D)

Donc : r(P) est le point d'intersection des droites (IC) et (/D)

Comme : O est le point d'intersection des droites (IC) et (JD)

Donc: r(P)=0
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—0Ona: O estle point d'intersection des droites (JD) et (IC)

Or: r(J)=K ; r(D)=4; r(I)=J et r(C)=D donc : r((JD))=(4K) et r((IC))=(JD)
Donc : r(Q) est le point d'intersection des droites (/D) et (AK)

Comme : R est le point d'intersection des droites (/D) et (AK)

Donc: r(0)=R

—Ona: R estle point dintersection des droites (/D) et (AK)

Or: r(J)=K ; r(D)=4; r(4)=B et r(K)=L donc: r((JD))=(4K) et r((4K))=(BL)
Donc : r(R) est le point d'intersection des droites (BL) et (AK)

Comme : § est le point d'intersection des droites (BL) et (4K)

Donc: r(R)=S§

—On a: § est le point dintersection des droites (BL) et (AK)

Or: r(B)=C; r(L)=1I ; r(4)=B et r(K)=L donc: r((BL))=(CI) et r((4K))=(BL)
Donc : r(5) est le point d'intersection des droites (BL) et (CI)

Comme : P est le point d'intersection des droites (BL) et (C7)

Donc: r(S)=P

3) a) —Montrons que les points : O ; P et R sont alignés

Ona: r(P)=0 donc: (ﬁ)s g—[ZR] aussi:r(0)=R donc : (m)z

[27]

ba |

D'aprés Chasles appliquée au angles orientés on obtient :

p— ———a —_— = S —— jr j'r
(0P.OR)=(0P,00)+(00.0R [27] = Z+Z[2x]=x[2x]
Ce qui signifie que : les points O ; P et R sont alignés
—Deéduisons que les points :O ; Q et S sont aussi alignés
On a: les points O ; P et R sont alignés donc leurs images sont aussi alignées
Car la rotation conserve I'alignement des points
Et comme : : r(0)=0 ; r(P)=0 et r(R)=S
Alors : les points :O ; Q et S sont aussi alignés
b} —Montrons que : PR=0S

Ona: r(P)=0Q ; r(R)=S et comme la rotation conserve les distances
Alors : PR=0S

—Montrons que : les droites (PR) et (0S) sont perpendiculaires puis déduisons que le carré PQRS a
le méme centre que le carré ABCD
Ona: r(P)=0Q ; r(R)=S donc: (PR,05)= g[:m]

Donc : les droites (PR) et (OS) sont perpendiculaires

Donc : le quadrilatére PQRS est un carré (diagonales perpendiculaires et isométriques)

Et a le méme centre que le carré ABCD
C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que ['on devient un mathématicien
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